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Indledning

Et tidligt problem inden for matematikken er, hvordan man far den stgrste
mark, nar man har en vis maengde hegn til radighed. Svaret er simpelt, lav
marken rund. Resultatet skriver vi som den isoperimetriske ulighed, som
[Pressley| kap. 3.2 kalder: "The most important global result about plane
curves" (Det vigtigste globale resultat om plane kurver). I R? skriver vi den

isoperimetriske ulighed
L? > 47 A,

som for en glat kurve kan vises ved hjelp af Wirtingers ulighed. Se [do Carmo|
eller [Pressley|. Dette blev gjort i Geometri I (MMOS).

Men vi behgver ikke blive i planen. [ Euklidisk rum forteeller den isoperi-
metriske ulighed os om forholdet mellem overfladearealet af et domeene og
dets volumen. Neermere bestemt siger uligheden, at for et givet overfladeareal
af et domane, kan domaenet ikke have stgrre volumen end en kugle med
samme overfladearel som domeenet.

Vi kan ogsa danne isoperimetriske problemer pa vilkarlige flader og do-
maener, og hermed kan man taenke sig alle mulige maksimering- og minime-
ringsproblemer. Faktisk behgver vi slet ikke have en glat flade for at kunne
beskeeftige os med den isoperimetriske ulighed.

Med udgangspunkt i en artikkel af Robert Osserman [Osserman,1978|,
skal vi se pa beviset for den isodiametriske ulighed, der siger at volumen
af en kompakt maengde i R™ er mindre end volumen af enhedskuglen i R”
multipliceret med maengdens halve diameter i n’te potens (volumen af en
kugle i R” med samme diameter som mangden), uden at stille krav om en
glat overflade. Og ved hjeelp af Brunn-Minkowski, vise den isoperimetriske
ulighed i R™.

Med udgangspunkt i samme artikkel ser vi i kapitel 2 pa minimalflader,
hvor vi opskriver et udtryk for areal og omkreds af billedet af enhedsskiven
i R? pa en minimalflade. Vi sammenholder disse ved hjelp af Minkowskis
ulighed for integraler, og finder ud af, at den isoperimetriske ulighed er geel-
dende for alle minimalflader. Kapitlet afsluttes med et enkelt eksempel pa en
cirkelskive pa en minimalflade.



Kapitel 1

Den isoperimetriske ulighed 1
FEuklidisk rum

Vi skal i dette kapitel bevise den isodiametriske ulighed samt den isoperime-
triske ulighed i Eulkidisk rum. Hertil skal vi bruge Steinersymmetriseringer til
at kunne sige noget om den gvre graense af en given mangfoldigheds volumen.
For at sige noget om overfladearealet, skal vi benytte os af Minkowskiareaket,
samt se pa hvorfor det er hensigtsmaessigt. Og da ulighederne siger noget om
en kugle, skal vi naturligvis ogsa se pa volumen og areal af en sadan.

Steiner symmetriseringer og den isodiametriske
ulighed

Fgrst lidt notation, samt nogle definitioner.

Notation 1.1. dv,(x) betegner standard Lebesgue méalet af R".

Notation 1.2. Vi lader R(n), eller blot R, betegne foreningen af kompakte
delmaengder af R”

Definition 1.3. Lad II veere en hyperplan i R”, w et punkt i II og [ en linie
i R", der skeerer IT vinkelret i w. Lad o, = 3vi(I¥ N F) og I = [—04, 0],
hvor F' € R. Steinersymmetriseringen af F' med hensyn til Il defineres som:

st F = | {w} x I*.
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(1.1)

Figur viser Steinersymmetriseringen af en maengde F'. Bemeerk at
Steinersymmetriseringen bevarer volumen.

Notation 1.4. Vi skriver den afsluttede kugle i et metrisk rum (X, d) med
radius p og centrum i zy € X som

D(xo; p) = {2 € X : d(z, ) < p}

Definition 1.5. Lad (X, d) veere et metrisk rum. For enhver kompakt del-
maengde K af X, defineres radius af den omskrevne kugle r(K) og diameteren
af K diam K som

r(K)=inf{p > 0: K C D(z;p), v € X},
diam K = sup{d(z,y) : =,y € K}.

&y

Med figur illustrerer jeg, at for en ligebenet trekant 7', er diamT" <
2r(T), da diam T er leengden af den leengste side i trekanten, mens r(7") er
radius i den omskrevne kugle. Det gaclder desuden generelt, at

(1.2)

diam K < 2r(K) (1.3)

da ingen afstand indeholdt i den omskrevne kugle kan veere stgrre end 2r(K).
En vigtig egenskab for Steinersymmetriseringen er
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Lemma 1.6. For ethvert F' € R gelder:
diam sty F' < diam F, (1.4)
for enhver hyperplan I1 ¢ R™.

Bevis. Figur 1.1 er teenkt, som hjeelpetegning til folgende bevis. Lad R" =
R 1 xR, hvor IT = R"! og [° = R, nér o er origo i R". Da F er kompakt kan
vi finde to punkter med maksimal afstand i sty £'. Vi kalder disse punkter
for (w,a) og (v, 3). Dvs.

d((w, ), (v, 5)) = diam sty F, (1.5)

hvor w,v € R" ! og o, 3 € R.
Lad os arbejde med Euklidiske koordinater, da far vi:

d((w, ), (v.8) = \/Jw — v + (@~ B2 (1.6)

sa da sty er symmetrisk omkring IT, mé:

a = t0oy, B = F0y.

Lad
(w, &) =minl“NF, (w,n,) =max[" NF,
(v,&) =minl*NF, (v,n,) =max[’NF.

Da geelder

nw_€w>2|a‘7 nv_€v>2|ﬁ|7
s&

N — gw +77v - 51) > 2(|Oé| + |ﬁ|)
Lad

n— §= max{nw - 5117771) - gw}a

sa n er enten 7, eller 7, og & tilsvarende er enten &, eller &, da ligger enten
(w, ) og (1,€) eller (w,€) og (v,1) i F, og da

og « og (3 har modsat fortegn, far vi

diam F > \/| — )2+ (n—&)? \/|w—v|2 — ()% = diam sty F.
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Notation 1.7. Lad (X, d) veere et metrisk rum. For enhver A C X oge > 0
skriver vi

[A]. ={z € X : d(z,A) < e}

Definition 1.8. For et metrisk rum (X, d) lader vi X betegne maengden af
alle kompakte delmaengder af X. For £/, F' € X defineres Hausdorffafstanden
d(E, F) som

S(E,F)=inf{e >0: E C [F]_,F C [E]_}.

Vi lader fremover X betegne maengden af alle kompakte delmeaengder af
et metrisk rum (X, d) med Hausdorffmetrik.

Vi far brug for fglgende lemma, samt Blaschkes udvalgs setning til at
vise lemma som er et vigtigt redskab til beviset for den isodiametriske
ulighed.

Lemma 1.9. Lad X vere et metrisk rum. Da er funktionerne
Kw—r(K), K diamK,

som sender X ind 1 R, kontinuerte.
Huis 1 er et positivt mal pa X, som er endelig pa kompakte delmengder,
da er
limsup p(E;) < p(lim E;) (1.7)
for enhver konvergent folge (E;) C X.

Bewvis. Vi viser forst at K +— r(K) er kontinuert, ved at vise at en lille
sendring af K medfgrer en lille sendring af r(K). Hvis E, F € X opfylder
(E,F) < ¢, for e > 0, da har vi, at for et vilkarligt z € X og R > 0 hvor
E C D(x; R) geelder, at ' C D(x; R + ¢). Hvilket betyder at

r(F)<r(E)+e
ved at bytte roller for F og F, far vi ligeledes, at

r(E)<r(F)+e¢
Sa da

Ir(E) —r(F)| <e,

er K — r(K) kontinuert.

Efter samme princip vises nu at K +— diam K er kontinuert. Lad igen
E,F € X opfylde at 6(E, F) < ¢, for ¢ > 0. Da har vi at E C [F]_, hvilket
medfgrer, at

diam F < diam [F]_ < diam F' + 2¢.
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Tilsvarende fas, at
diam F' < diam E + 2¢,

Sa
|diam E — diam F| < 2¢,

hvormed ogsa K +— diam K er kontinuert.

Da (E}) er konvergent, vises den sidste del af lemmaet ved at lade E; — E.
For et vilkarligt ¢ > 0 vil E; C [E]_, for et passende stort j. For samme j
har vi derfor, at p(E;) < p([E],), hvormed

limsup (E;) < ([E],)
for alle € > 0. Derfor lader vi € ga mod nul, hvormed er opfyldt. O

Saetning 1.10 (Blaschkes udvalgs seetning). Lad (X, d) vere et metrisk rum
hvor afsluttede og begreensede delmeengder er kompakte. Da er X, maengden
af kompakte delmengder af X, fuldstendig. Og hvis X er kompakt, da er X
0gsa kompakt.

Bevis. Lad (E;) veere en Cauchyfglge i X, dvs.
Ve>03N.>0Vi,j > N.:0(E;, E;) < e. (1.8)
Betragt

s A0 o

j=li=j
hvor stregen over foreningen symboliserer afslutningen af foreningen. Vis nu
at F; konvergerer mod F.

Da (E;) er en Cauchyfalge, er |J;-; i begraenset for alle j, sa (J,; Ei er
en kompakt, ikke tom, maengde.
Fra far vi

UE ClEl. VizN,
i>j
sé
EC[E]. Vj=N.

Vi viser nu
B, C[E], Vji>N.

ved at tage et x € E;, hvilket medfgrer, at « € [E;]_ for alle i > j. S&

re|JIE] = {UE} Vk > j.

i>k i>k £
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Der kan derfor findes et yx € ;5. Ei, s& d(, yx) < €. Da (i) er en begraenset
folge og y1 € ;s B for alle [ > k, kan vi finde en delfglge af (yy), der

konvergerer mod et punkt xy, € Ui>,g E; for alle k£ > j. Det betyder at
zo € E og d(z,z9) < ¢, hvormed = € [E]_. Sa enhver Cauchyfglge i X er
konvergent, hvormed X er fuldsteendig.

Vi antager nu at X er kompakt, og gnsker at vise at ogsa X er kompakt.
Hvis der er endelig mange elementer i X er beviset trivielt. Antag derfor at
det ikke er tilfeeldet og lad (E;) veere en folge i X, hvor E;’erne er forskellige,
og lad € > 0. Da X er kompakt, findes en endelig overdeekning af X besta-
ende af metriske kugler B(z;;¢),i = 1,---, M, og desuden har X mindst et
forteetningspunkt. Dvs. der findes mindst en delmaengde

{a:il?"' 73:@'1} - {xl?”' 7xM}

hvorom kardinaliteten

!
kard{Es N U B(z;,;€), Es N B(wy,;€) # @Vik} = Ny,

k=1

hvor N er kardinaliteten af de naturlige tal. Sa for alle F; har vi

!
B, c | B(xi:e) C [Ed,.
k=1
Lad E; veere en folge i X, og saet Eyp = E;. Antag (E;.y) er en delfplge af
(E;). Veelg en delfplge (E;n11) af (E;.y) efter ssamme princip som Eg, men i
forhold til (E;.n) i stedet for (E;). Og lad ey =1/(N + 1). Lad

Inya

Gy = | Bl@isiien):
k=1

Da far vi
Eing1 C G C [Eingalae, »
hvormed
0(Ein+1, Gny1) < 2,
s& )
O(Ein+1, Ejing1) < den = N1

for alle ¢, j. Lader vi Fiy = En,n far vi

4

0(Fyn, Fin _
(F, N><min{N,N’}’
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sd (Fy) er en Cauchyfglge. Og da vi har vist at X er fuldsteendig, er (Fy)
konvergent og dermed begraenset. Sa X er kompakt. O

Definition 1.11. lad (X, d) veere et metrisk rum, s& afsluttede og begraen-
sede delmeengder af X er kompakte. For ethvert kompakt K C X findes et
xo € X sa vi kan definere den omskrevne kugle af K som

Lemma 1.12. Antag at p er et positivt mal pa X, og for alle x,y € X
eksisterer der en bijektion ® : X — X som sender x ind iy, og som bevarer
mal og afstande. Lad for et givet K € X geelde

M(K) = {F € X s p(F) = u(K), pl[F].) < p([K]) Y= > 0}, (1.10)
N(K)={F e X: u(F) > u(K), diamF < diam K}. (1.11)
Da findes et E € M(K) og et E' € N(K) sd

E)= mi F E') = mi F).
r(E) Féﬁ?mr( ) og r(E) Fgll\;(r;()r( )

Bevis. Da vi i begge tilfzelde gnsker at finde en mindste r(F'), er det nok at
kikke pa F' € X hvor r(F) < r(K).

Da vi har antaget at der findes en mal- og afstandbevarende funktion ®,
som sender z til y for alle x,y € X, er det nok at se pa

H={FeX:FCDg}

Bemeerk at H ifplge saetning er kompakt.
For at vise Lader vi

og

a= inf r(F)= inf r(F).
FeM(K) FeMy(K)
Der findes en fglge (F}) € My(K), hvor r(F;) — « for j — oo. Da F; €
M, (K) C H, ligger F; i det kompakte rum H. S& vi kan finde en delfglge
E) af Fj, som konvergerer mod et £ € H. Da F' — r(F') ifplge lemma [1.9]er
kontinuert, er r(E) = «. Vi skal derfor vise at £ € M(K). Da u(Ey) = pu(K)
for alle k, geelder der ifplge at u(K) < u(E).
Da E; konvergerer mod E' geelder

Ve>03J>0Vj>J | ECIE].
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Heraf har vi

(B, € (Bl Vh>0

e+h
og dermed

p(E]) < B ) < ([K] )-

Sidste ulighed geelder da E; € My(K). Lader vi ¢ — 0 far vi, at u([£],) <

p([K],) for alle h > 0, lader vi ogsd h — 0 far vi, at p(E) < p(K), dvs.

w(E) = p(K), hvormed vi har vist, at £ € M(K) og dermed er (1.10) vist.
For at vise lader vi

No(K) = HNN(K),
og

= inf F)= inf F).
b Felﬁ(K)T( ) FE%\IHO(K)T( )

N(K) kan ogsa skrives
N(K) = p ([u(K), oo]) N diam ™" ([0, diam K1)

Da p1: X — R og diam : X — R er kontinuerte, og [u(K), oo] og [0, diam K]
er afsluttede, er ogsd N(K) afsluttet. Nu har vi at H er kompakt og N(K)
er afsluttet, s No(K) er kompakt.

Der findes en folge (F}) € No(K) hvor 7(F') — 8 for j — oo. Da I+
diam F' er kontinuert ifglge lemma og Ny(K) er kompakt, finder vi nu
en delfplge E af F}, som konvergerer mod E’ € No(K). Da F' + r(F) er
kontinuert, er r(F’) = f og E' C No(K) C N(K). O

Definition 1.13. Givet to punkter x,y € R, hvor = # y. Lad [ veere en linie
der skaerer x og y, og p = %(:1: + ) punktet pa [ med samme afstand til = og
y. Da kalder vi en hyperplan der skaerer p ortogonal pa [ for spejlplanen for

x 0g Y.
Bemaerk, hvis x,y € S, hvor S er randen af Dy for K € R, da gar

spejlplanen for x og y gennem centrum af D

Lemma 1.14. Antag K # Dy for et K € R, og lad S vere randen af Dy .
Antag D(x;e) NS C S\K for et x € S\K og et ¢ > 0, og velg 2’ € S
forskellig fra x. Lad 11 veere spejlplanen for x og ', og lad K' = sty K. Da
geelder

S\K C S\K' (1.12)
D(2';e)NS C S\K'. (1.13)
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Bevis. Antag at centrum af D ligger i origo og, at x har positive koordinater,
og er placeret séledes i forhold til 2’ at IT = {z,, = 0}. Kan vi vise og
1.13)) i dette tilfeelde, gaelder de ogsa for K.
Vi har S = {||z]| = r(K)}. Lad a™ = (w, x,) veere et punkt i den abne
mangde S\K, og a= = (w,—x,), hvor w € II, med ||w|| < r(K). Og lad

xn, = 1/7(K)? — ||w]|?. Da S\K er &dben, har vi at der findes et 6 > 0, sa
D(a™0)NK =2.

Genkalder vi stgrrelserne fra definition om Steinersymmetriseringen, far
vi
I“NK C[—xn,x, — 0],

hvormed
vi(l"NK) < v[—z,, 2, — 0] < 22, — § < 2z,

Sa o, < x,, hvormed
{w} xI")NS =g,

sdat,a” € S\K'. Daa™ er arbitreer, far vi og opfyldt for K. [

Endnu en vigtig egenskab for Steinersymmetriseringen er

Lemma 1.15. Lad K € R, og antag K # Dg. Da findes et endeligt antal
hyperplaner 11, --- [ Il sd

r(str, o -+ ost, K) < r(K). (1.14)

Beuvis. Lad S veere randen af Dp. I tilfeeldet hvor KNS = .5, vil en vilkarlig
Steinersymmetrisering sende det hul der mé veere i K, da K # Dk, ud til
kanten af K, hvormed sty K NS # S. Det er derfor nok at se pa tilfeeldet
KNS#S.

Bemaerk at det giver mening at sammensaette Steinersymmetriseringer,
da Steinersymmetriseringen af en kompakt maengde, selv er kompakt. Da
S\K er aben findes et x € S og et € > 0, s&

D(z;e) NS C S\K

Da S er begreenset kan vi veelge x; € S, i =1,2,--- |k, x; # x, s&

k
S C U D(z;;¢).
i=1
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Lad II; veere spejlplanen for x og x;. For et givet z; € S, far vi da, ifslge
lemma[1.14] at D(x;;e) NS C S\ sty, K.

Stni K (115)

Tager vi nu Steinersymmetriseringen af alle II;, far vi en kompakt meengde
der ligger inden i S, altsa

(sty, o+ --osty, K)NS =2,
Hvilket beviser (1.14) som gnsket. O

Det kunne vaere sjovt at se pa hvor mange Steinersymmetrier vi skal bruge
for at r(sty, o---osty, K) < r(K) ilemmall.15 Lad os kalde antallet af Ste-
inersymmetrier vi skal bruge for a. Da Steinersymmetriseringen maksimalt

kan fordoble mélet af S\ K, ma

Vn_l(S)
Vnp—1 (S\ StH K)

< 20&717

hvor der kun kan veere lighed ved @ = 1, da S er aben. Vi starter med en
Steinersymmetrisering af K, for at undgé situationen hvor v, (S\ K) er nul
under antagelsen at K # Dy.

Har man en afsluttet kugle i R” med radius ¢, kunne vi stille opgaven at
finde et mindste antal sddanne kugler der skal bruges for at overdackke randen
af en stgrre kugle i R” med radius r(K). Kalder vi dette tal for N.(K), ved
vi nu om c, at

Vn—1 (S)
Vn—1 (S\ StH K

1—|—10g2( >> < a < N.(K).

Vi skal ikke finde N.(K') her, men lader opgaven sta aben. N.(K) er en hgjt
sat, men sikker graense for o, som mugligvis kan optimeres.
Vi skal nu se lidt pa kuglen i Euklidisk rum.

Notation 1.16. w, er den n-dimensionale volumen af énhedskuglen B™ i R™.

Vi kan skrive volumen af en n-dimmensional kugle B i R™ med radius p
som

Va(B,) = 7);;” = p". (1.16)



Hvor I er den saedvanlige gammafunktion

['(x) :/ t"temtdt = 2/ 22 e P dt, x>0
0

0

Lad nemlig kuglen i R" veere givet ved
V(r, 0, 2) = (z1,22,y) = (prcost, prsind, pv'1 — r?z)

for 0 <r < 1,0 <60 <27mog|z| <1, hvor p er radius i kuglen. Vi gnsker at
finde volumet af kuglen, og bruger lineser variabelskift, hvor

a(‘rh X2, y)
dV = drdrody = | ——"2 27\ drdfd
T1AToQY ’ 8(r, 9, Z) r z,
hvor |0(x1, x2,y)/0(r, 0, z)| er determinanten til Jacobimatricen J(v(r, 6, 2)).
pcosf —prsinf 0 0
psiné  prcosf 0 0
r 0 p/I=17 0 -0
: 5 : 0
it 0 0 o0 p/Ior2
sé
n—2 n—29
det J(v(r,0,2)) = p*rcos® 0p" (1 — 1) 2 + pPrsin®@p"2(1 —r?) 2
n—2
=p'r(l—7r%) "2,
hvormed o
Va(By) = / / / pnTm_2dzd6’d7‘.
o Jo Jp«t
Sa )
T
Va(By) = p"Va(B1) = p"Viz .
S& vi far
n 2m) 2 n lige
24.6-1n
V.(B,) =
W2
1351 .

For n lige, fglger ved at dele teelleren med 2%2. Og da,

L (=27
P(gn) = S22
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hvor

n-(n—2)---5-3-1 n>0ulige
=< n-(n—2)---6-4-2 n>0lige
1 n=—1,0,
se |Weisstein|, far vi ogsa for n ulige.
Saetning 1.17 (Den Isodiametriske ulighed).
diam K \"
vu(K) < wn ( 1“2“ ) , VKeR. (1.17)

Bevis. Genkald E' € N(K) fra lemma hvor r(E') = Fénl\%(r}{)r(F) Be-
meerk at hvis F' € N(K) har vi, at sty F' € N(K), da
p(stn ) = p(F) > p(K)
og der fra geelder
diam st (F) < diam F' < diam K.

Antag E' # Dpg. Fra lemma har vi, at vi med endelig mange Stei-
nersymmetriseringer af E’ far en maengde E”, hvor r(E”) < r(E’). Men det
er i modstrid med definitionen af F’, s& £’ = Dgr.

Vi har defor at

2r(E") = 2r(Dg/) = diam Dg = diam E' < diam K.

Sa T
iam > (B,
2
hvormed diam K\
o (T3] 2 anlrB) = lE) > (),
og den isodiametriske ulighed er vist. O

Minkowskiareal og den isoperimetriske ulighed
Vi skal vise den isoperimetriske ulighed ved hjeelp af Brunn-Minkowskis ulig-
hed. Men lad os fgrst se lidt pa Minkowskiarealet.

Definition 1.18. Lad K C R vaere kompakt. Minkowskiarealet Mink(K)
defineres nu som

: o Va([K]) — ve(K)
Mink(K) = hgln\l(r)lf h :
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Bemaerk for n =1 er
Mink(K) = 2Nk, (1.18)
hvis K er en endelig forening af N disjunkte lukkede intervaller. Ellers er

Mink(K) = oo.

Saetning 1.19. Lad K vere afslutningen af et domeene 2 i« R™, med glat
rand 0, da er

Mink(K) = A, (59), (1.19)

hvor A,, betegner det (n — 1)-dimensionale standard Riemann areal.

Dvs. Minkowskiarealet af et kompakt K, er lig overfladearealet af K.
Seetningen vil ikke blive vist her, men lad os kikke pa et eksempel og se pa
Minkowskiarealet af en kugle B, i R" med radius p.

Mink(B,) = lim inf Va([Bplp) = vn(B,)

AN\0 h
h n __ ,n
o liminf PR "
R\.0
— nw”pn—l

Sa vi finder arealet af randen af B, til
An(0B,) = nw,p™ 1. (1.20)

Lad os se pa hvorfor vi bruger Minkowskiarealet. Man kunne jo forestille
sig at vi kunne dele en flade op i mange sma plane flader, og med infinitisimal-
regning finde frem til arealet. Desvaerre har man ikke kunne finde en generel
metode til dette. Lad os kikke pa Schwarz talleeksempel for at illustrere
dette. Eksemplet findes ogsé i [Korner| opgave 9.64.

Antag at vi har en rektangel med hgjde 1 og leengde 27. Del rektanglet
op i m x n rektangler med hgjde m ™! og leengde n~! og kald hjgrnerne i et af
disse delrektangler for A, B, C' og D. Tegn diagonalerne i rektangel ABC'D
op og kald midtpunktet i rektanglet for X. Se figur (1.21).

A B

L C (1.21)

16



Vi bgjer nu rektanglet til en cylinder med hgjde og radius lig 1. Se igen pa
rektangel ABC'D i den bgjede version, og kald midtpunktet pa liniestykket
AD for Z, midtpunktet pa kurven AB for W og midtpunktet mellem A og
B for Y. Se figur (1.22).

A Y B
Z
L C (1.22)

Vi danner nu fire plane trekanter ADX, ABX, BCX og CDX. Ideen er
at finde arealet af disse trekanter, og ved at lade m og n ga mod uendeligt,
se om vi har faet en god metode at beregne arealet af en fx. cylinder pa.

Leengden af liniestykke AD er m™!, og afstanden fra X til W er m=2. Vi
kikker pa cylindren ovenfra for at finde de afstandene ZX, AB og YW. Se
figur (1.23).

A7

W, X @)

] (1.23)

Vi lader nu O betegne cylindrens centerlinie. Det ses nu at afstanden
AB = 2sin(V/2) = 2sin(mw/n), og afstanden ZX = 2sin(V/4) = 2sin(7/2n)
da cylindrens radius er 1. Afstanden OY = cos(V/2) = cos(m/n), sa afstan-
den WY = 1 — cos(m/n) = 2sin®(7/2n). Heraf finder vi arealet af trekant
ADX til m™sin(7w/2n) og arealet af trekant ABX til sin(m/n)((2m)~2 +
4sin*(7/2n))Y/2. Da arealet af trekant ADX og BCX er ens, og arealet af
trekant ABX og C'DX er ens fas arealet af hele cylindren til

N[

A(m,n) = 2nsin(5-) + nsin(%)(l 4 16m2 sin‘%%)) ‘

Da
lim nsin(Z) =7 og lim nsin(g-) = 7,

n—~oo n—oo 2n

skal 16m? sin4(%) ga mod nul for at vi far arealet af cylindren, men hvis vi
lader m og n vokse s& m/n? gar mod A, nir m,n gar mod uendeligt, finder
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vi greenseveerdien af A(m,n) til 7 + 7(1 + A27*)/2. Vi kan altsd med denne
metode fa ethvert resultat stgrre end eller lig med 27 afhaengig af hvordan
vi veelger vores .

Satning 1.20 (Brunn-Minkowskis ulighed). Lad K € R og lad D veere den
lukkede kugle i R™ med samme mdl som K. Dvs. v,(D) = v,,(K), da gelder

vo([D].) < Va([K].) Ve > 0. (1.24)

Bewvis. Vi viser forst at er sand for n = 1, ved hjeelp af Minkowskiare-
alet.

— vi([K],) — vi(K)

= Mi = =
mix - Mink(K) > 2Nk >

D],,) = vi(D
2 = Mink(D) = liminf vi([D],) — va( )’
NG A

s&
h%n\%lfvl([K]h) — v (K) > hgln\%lfvl([D]h) — vu(D).

Men da v, (D) = v, (K) har vi

h%n\lélf vi([K],) = llgn\%lf vi([D],)-

Da

vi([K].) = h%l\i(l)lf{vl([K]h) +2(e—h)} Ve>0,
0g

vi(ID1,) = liminf{vi([D],) + 2~ b)) ¥ >0,
far vi

vi([K].) = vi([D].) Ve >o0. (1.25)

For at vise sactningen for n > 1, viser vi fgrst
Va([stn F]) < va([F].) (1.26)

for alle F' € R, € > 0 og alle hyperplaner 1T i R™.

Velg Euklidiske koordinater i R” s& IT = R™~! x {0}, dvs. s IT er ekviva-
lent med R"~!. Lad o vaere origo i R™ og [° = R. Vi lader nu ¢ : R® — R vaere
projektionen pa x"-aksen = [°, og for alle w € II lader vi 7, : R" — R" vaere
translationen til w. Endelig lader vi D(w; ¢) betegne den lukkede (n—1)-kugle
i II med centrum i w og radius €.
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For et givet w € Il og F' € R, har vi at (w,a) € [F]_ hvis og kun hvis
der findes et (v, 3) € F sé

[w v + (8- a)* <&,
hvilket vi har hvis og kun hvis
drs (0, q(I" N F)) <&,

hvor £ = /€2 — |w — v|?, s& vi kan alts& skrive

MnFl.= |J reen@nF)).

veD(w;e)

Dvs. for et givet v € D(w;e) projekterer vi [Y N F' pa z"-aksen, gor den
stgrre med [g(I" N F)], og snitter den med z"-aksen, hvorefter vi translaterer
resultatet tilbage til w. Tager vi nu foreningen af alle v € D(w;¢) far vi
[N [F].. Vi har derfor, at

Vi nIFl) > s vi(m (0 " 0 Fle))

= sup Vl([Q(lU mF)]E)

veD (w;e)

> sup vi([g(I")],)
veD(w;e)

=vi (I N st F],).

Hvor 1", som i definition 1.3} betegner det lukkede interval [—3v1 (I"NF), 2v;(I°N
F)], som via giver uligheden mellem linie to og tre. Og sidste ligheds-
tegn er givet via vores konstruktion af v. Sa vi har altsa

Vl(lw N [F]a) > Vl(lw N [StH F]a) (127)

Vi har nu brug for nogle egenskaber ved Steinersymmetriseringen. Fgrst
bemeerker vi at hvis K er kompakt, da er ogsda Steinersymmetrien af K
kompakt. Dernaest bemaerker vi at

vi(I*) =vi(IY N K),

hvorfra vi far, at
valK) = [ 3" 0 K)dv,s ), (1.28)
I

0g
Vi (stn K) = v, (K) (1.29)
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for alle K € R. Sammenholder vi (1.27) med (1.28), far vi (1.26) som gnsket.

Vi har nu at v,(stn K) = v,(K) og v,([stu K].) < v,([K],) for alle
e > 0, sa hvis vi genkalder lemma og saetter F = sty K € R i M(K),
har vi at der findes et £ € R, sa 7(E) = minpemk) 7(F). Vived, at E = Dg,
da vi, ifglge lemma og som ved beviset for den isodiametriske ulighed,
ved modsat antagelse vil kunne tage endelig mange steiner symmetrier af
E og fa en aegte delmeengde af E, hvilket er i modstrid med antagelsen af
E. Sa da v,([E].) < vo([K].) og E = D da v,(E) = v,(K), har vi vist
Brunn-Minkowskis ulighed. O

Vi skriver den isoperimetriske ulighed i n-dimensioner, som uligheden
hvor overfladearealet af K € R"™ er mindre eller lig med overfladearealet af
en kugle i R” med samme Lebesguemal som K.

Hvis B, er en kugle i R” med radius p, ved vi om dens volumen V,,(B,),
at

Vi(B,) = wyp™. (1.30)
og fra kender vi overfladearealet
A, (0B,) = nw,p™ .

Vi gnsker et udtryk der fortaeller om forholdet mellem areal og volumen af
kuglen. Sa vi sammenholder (1.30) og (1.20) far vi for en kugle i R", at

An(8B,)" = n"w, Vi (B,)" .

Vi kan derfor beskrive den isoperimetriske ulighed i nedenstéaende saetning.

Saetning 1.21 (Den isoperimetriske ulighed i R"). Lad K veere en kompakt
mengde 1 R". Da geelder om K’s volumen V' og overfladeareal A, at

A" = n"w, VL (1.31)
med lighed hvis og kun huvis K er en kugle.

Bemeerk at ligheden kun geelder i det tilfeelde hvor K er en kugle. Beviset
herfor er dog ret omfangsrigt i R", og vi vil derfor undlade at vise denne del.

Beuvis. Tager vi en kompakt maengde K € R", og lader D veere kuglen
med samme mal, dvs. samme volumen, som K, far vi ved hjelp af Brunn-
Minkowski’s ulighed, at

Mink(K) = hﬂn\%lf Vn([K]h)h— v (K)
V(D)) = valD)
= hlhn\lélf -
= Mink(D).
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K’s overfladeareal A,(0K) er lig Mink(K), s& hvis vi kalder Mink(D) for
A, (0D) og radius af D for p, far vi fra (1.20), at

A (OK) > A, (0D) = nw,p™ !,
og da K’s volumen V,,(K) er lig D’s volumen V(D) far vi fra (1.30
VoK) = wyp".

Sammenholder vi nu A, (6K) og V,,(K) far vi den isoperimetriske ulighed. [J
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Kapitel 2

Den isoperimetriske ulighed pa
minimalflader

Vi har set at den isoperimetriske ulighed er opfyldt i Euklidisk rum. Men vi
kan naturligvis ogsa opstille det isoperimetriske problem péa flader, og her er
minimalflader interessante, da det viser sig at den isoperimetriske ulighed er
opfyldt pa alle minimalflader.

I dette kapitel skal vi bruge holomorfe funktioner. Jeg giver en definition af
en holomorf funktion, og henviser til [Rudin]| kapitel 10 for mere information
om holomorfe funktioner.

Definition 2.1. En minimalflade er en flade hvor middelkrumningen er nul
overalt.

Definition 2.2. En kompleks funktion f: U — R er holomorf hvis

eksisterer for alle z5 € U.

Notation 2.3. Vilader S vaere en flade i R3. Og nar S kan skrives som som
en forening af homeomorfe o : U — SNW, hvor U er en aben maengde i R?,
og W en &ben maengde i R3, kalder vi o for et fladeelemt.

Notation 2.4. Vi lader
Jdo o 0o
ou’ Y Quow”

Vi reserverer dusuden E, F' og G sa

E = ||Uu||27 F = <0-u’0-11>7 G= H0'v||27

g, —

hvor (o, ) er det indre produkt af o, og o,.
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Fgrste fundamentalform kan nu skrives som
Edu® + 2Fdudv + Gdv®. (2.1)

Definition 2.5. En diffeomorfi f : & — Sy kaldes konform hvis der for
ethvert fladeelement oy pa S; geelder

als?cw1 = \ds?

o1’
hvor ds? er fgrste fundamentalform for o, og A\(u,v) er en glat funktion.

Vack fra navlepunkterne er et fladeelement derfor konformt, hvis fgrste
fundamentalform er lig med E(du® + dv?) for en positiv glat funktion E pa
U. Dvs. hvis E = G og F' = 0. Vi kalder ogsa et konformt fladeelement, for
en konform parameterisering.

Saetning 2.6. Lad o (u,v) vere et minimalt fladeelement hvor Gauf-krumningen
er forskellig fra nul overalt. Da er GaufS-afbildningen en konform afbildning
fra o til en del af enhedssferen.

Bevis. Invers funktionsssetningen giver os, at for et punkt (ug,vy) € R hvori
o er defineret, findes en aben meengde U der indeholder (ug, vg), hvorpé o er
defineret, og N er injektiv. S& N : U — S? er et fladeclement pa enhedssfaeren
S?%. Gauf-afbildningen er derfor en diffeomorfi fra o (U) til N(U).

Vi skriver Gauf-atbildningen

G:o(U) — N(U).

Sa fra definitionen af en konform afbildning ved vi, at det vil vaere nok at
vise, at forste fundamentalform for & og N er proportionale.
Vi skriver fgrste fundamentalform for N som

(N, N,) du® + 2(N,,N,) dudv + (N,, N, ) dv*.
Lad

7= (0N NN )

E F
)

Vi skal altsa vise at F;;; = AFy, for en glat funktion .

Lad
L M
fll_(M N>’
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hvor
L= <0-uu7N>7 M = <0-uv7N>a N = <0-”UU7N>7

fra anden fundamentalform.
Fra [Pressley| proportion 6.4 har vi, at

N, =ao, + bo,, N, =co,+do,,

hvor Weingardenmatricen

W:—(Z fl):f;lfn.

Vi kan da skrive F;; som

o a’E + 2abF + V*G acE + (ad + be)F + bdG
M=\ acE + (ad +bc)F +bdG  AE +2cdF + d*G ’

eller pa den lidt peenere form
- (12 (52) (5 2)
¢ d F G b d
Vi omskriver udtrykket og far
Frir = —-W'F(-W)

= FuF; " FrF  Fa

= FuF;  Fir
Sa hvis Frir = AFy, vil

Ny = F FF  Fr = W2,

hvor I, er Identitetsmatricen. Vi skal altsd vise at W? = \I,, hvor I, er
identitesmatricen.
Vi har forudsat, at k1 = —kg # 0, s&

W:Pl<”1 0 >P,
0 —R9

W2 — p-t k1 0 pp-1 k1 0 p
0 —K9 0 —R2

2.0
(3 )

0 k2
=K PP

= /{%]2

hvormed

dvs. Weingardenmatricen kvadreret er lig den negative Gaul-krumning, sa
Gauf-afbildningen er konform. O
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Notation 2.7. Lad o : U — R? veere et konformt fladeelement, da saetter
vi det komplekse tal

(=u+iv for (u,v) €U,

og
¢(Q) =0y —io,. (2.2)

Bemaerk, en funktion ¢ = (1, 02, ¢3) i R? kaldes holomorf hvis ¢, 5 og
w3 1 R er holomorfe.

Szetning 2.8. Lad o : U — R? vere et konformt fladeelement. Da er o
minimal hvis og kun hvis ¢(¢) = o, — i, er holomorf pd U.

Beuis. Lad ¢(u,v) veere en glat funktion med kompleks veerdi, s& ¢ = a+i3
hvor o = o, 0g § = —0,,.
Vi bruger at ¢ er holomorf hvis og kun hvis Cauchy-Riemann ligningerne

Oy = 611 og o, = _ﬁu

er opfyldte. Dvs. ¢ er holomorf hvis og kun hvis

(Uu)u = <_0v)v og (Uu)v - _(_o'v)uy

eller blot hvis og kun hvis o, = —0,,, da den anden lighed altid er opfyldt.
Antag ¢ er holomorf, dvs o, + o,, = 0. Da er

<Uuu + O, N> = 07

sa
(O, Ny + (000, N) = L+ N = 0.

o er konform, s ' = G og F' = 0, hvormed middelkrumningen

H_LG-2MF+NE
2(EG — I?)
LG+ NG
- 2EG
_L+N
 2F
= 0.

S& o er minimal.
Antag o er minimal. Da m& L + N = 0, hvormed (o, + 0 ,, N) = 0.
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{o,,0,,N er en base for R3, si det er nok at vise at

<Uuu + Oy, o-u> = <0-uu + O, o-v> =0.

Vi har
<auu + Oy, Uu) - <auU7 a-u> + <va> Gu>
= %(o-lu au)u _'_ <av7 Uu)v - <o-v> a'uv>
= %( >u + <UU7 Uu)v - <0'va Uv>u
- %((Guva‘u> <0-v70-v> u+ <0-v70-u>v-

Men da o er konform, er (o,,0,) = (0,,0,) 0g (0,,0,) = 0, s& (o, +
Oy, 0) = 0. Tilsvarende er (o, + 0y, ) = 0, S& 0y + 04, = 0, hvormed
@ er holomorf. O

Definition 2.9. En aben delmsengde U C R? siges at vaere simpel sammen-
hengende hvis det indre af enhver simpel lukket kurve i U er helt indeholdt
iU.

Saetning 2.10. Hvis o : U — R3 er en konform parameteriseret minimal-
flade, da geelder for den holomorfe funktion ¢ = (¢1, 2, p3) fra (2.2), at

() Pl+ws+95=0
(1) @ #0 overalt.

Og omwvendt, hvis U er simpel sammenhengende, og hvis p1,ps 09 p3 er
holomorfe funktioner pa U, som opfylder (i) og (ii), da findes en konform
parameteriseret minimalflade o : U — R® sd ¢ = (1, pa,03) opfylder
o) = oy —io,. Og hvis o og & er to sidanne konform parameterisere-
de minimalflader, da findes en translation 7, af R?, s6 0 = 0 0.

Bevis. Antag at o = (0!,02,0%) er en konform minimalflade, hvor o* : U —

R for £ =1,2,3. Vi gnsker da at vise at ¢ = (v1, @2, v3) opfylder (i) og (7).
Vi har at o = 0% —io® for k =1,2,3, s&

Y o= (00— (o0)* = 2icioy) = |oull® = ol - 2i(o, o). (23)

Men da o er konform er p? + 3 + ¢3 = 0.

Da fgrste fundamentalform for o kan skrives som F(o?2 + o2) for en glat
funktion F, er o glat, og da o, og o, er linezxre uafhaenglge, er o reguleer,
sa enten o, eller o, forskellig fra nul, men da er ogsa ¢ # 0 overalt.
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Antag nu, at ¢ opfylder (i) og (ii). Vi gnsker da at vise at ¢ er bestemt
ved ovenstaende minimalflade.
For at vise dette skal vi huske pa, at nar h er en holomorf funktion af
(=u+1ver
h,=h og h,=1ih,

hvor ' = dh/d( er den komplekse afledede af h.
Veelg (ug,v9) € U, og lad o veere den reelle del af et komplekst linie
integral

o (u,v) = Pe / o(€) de,

T

hvor 7 er en vilkarlig kurve i U fra (ug, vo) til (u,v) € U. Da U er simpel sam-
menhaengende, er fﬂ (&) d¢, ifplge Cauchy’s saetning, uathaengig af hvordan
7 er valgt, hvormed o ogsa er uafhaengig af valget af . (¢) = [_¢(£) d¢
er nu en holomorf funktion af ¢ = u + v, hvor ¢/({) = ¢({). Sa

o, = Re(Yy) = Re(Y') = Re(p),
o, = Re(,) = Re(i)') = — Tm(p),

hvormed ¢ = o, — io,.

Da ¢ = o, — io, # 0 ifplge (ii), er enten o, eller o, forskellig fra nul.
Og nar vi sammenholder (i) med (2.3)) far vi, at ||o,|| = ||o|| og (0w, 0,) =
0, s& o, og o, er begge forskellige fra nul, og orthogonale. Dermed er de
ogsa lineacre uathaengige, sa o er et regulaert fladeelement, som desuden er
konformt og tillige minimal ifglge seetning

Vi mangler nu blot at vise, at hvis & er en anden konform minimalflade
s& o(¢) = 7, — i0,, da kan vi finde en translation 7, af R®, s& 60 = T, 0 0.
Men hvis ¢(¢) = o, — i07, = 6, — i6,, da er 0, = 7, 0g 0, = &, overalt
pa U, hvormed o — o er konstant. Lad os kalde denne konstant for a, sa o
fremkommer ved at translatere o ved en vektor a. O

Lemma 2.11. Lad en simpelsammenhengende minimalflade vere givet ved
et kort fra enhedsskiven i R? ind i R3. Da er arealet af billedet A og lengden
af randen L givet som

2 3
L= / 5 ()2 do
k=1

1 por 3
A= / / : Z|<pk(7“e“9)|27“ dr df.
o Jo i
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Bevis. Lad v(0) = o(cos 6, sin ) veere en parameterisering af minimalfladen
fra den todimensionale enhedsskive, sa& o er konform jvf. seetning [2.10. Vi
gnsker nu at finde leengde og areal udtrykt ved .

oy

v = 20 = —sinfo, + cosfo,,

s

|%4]|? = (— sin b, + cosfa,, —sin o, + cosbo,)
= (sin? 0F + cos® G — 2sinf cos OF).

Men da o er konform, er = G og F' = 0, s&
1511* = (sin® 0 + cos® §)E = E.

Heraf far vi at bueleengden L er givet ved

2 27
L:/ 15/ d6 :/ VE db,
0 0

og da
lell* = (e, p)
= |1]* + 2]® + lops|?
= <0'u - Z.o'vy o, + ZUU)
- <0-u7o-u> + <0v70v>
=2F,
far vi

2w
L= [\ HaR + el + ) o
0

Og da arealet

A:// \/(EG—F2)dudU:// E dudv,
u240v2<1

uZ2+v2<1

finder vi

1 2 1 o
A:/ / TEd@dr:/ / T%("pl‘2+’@2‘2+|(,03‘2)d9d7“.
0 0 0 0
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Lemma 2.12 (Jensens ulighed). Hvis 0 < r < s, da er

(o)< (35) " o

i=1 i=1
ndrn € NU{oo} og a1,...,a, > 0.
Lighed gaclder nar hgjst et a; er forskelligt fra nul.

Bevis. For > " al = 0 er uligheden triviel, da a; ngdvendigvis mé veere lig
nul for alle 7, hvormed ogs& > | af = 0. Ligeledes er uligheden triviel hvis
hgjresiden ikke er endelig.

Antag 0 < >, al < co. Da findes et A s

=1 "1

n

> (Aay) =1,

=1

nemlig nar A = (Y7 a’")fl/T. Men da er (Aa;)" < 1, hvormed Aa; < 1. Vi

i=1"

kan derfor se at (A\a;)® < (A\a;)", og

n n

Z()\az‘)s < Z(A@i)r =1 (2.5)

i=1 i=1
Sa ifglge far vi uligheden

(Z) R (En)wos) "

i=1

O

Lemma 2.13 (Minkowskis ulighed for integraler). For gi,..., g, positive
malelige linecert uafhengige funktioner, og 0 < r <1 geelder

(/ (ggk)rdw> " > i (/g,@da:)l/r. (2.6)

k=1

Uligheden er fundet i [Hardy et al.| seetning 198, dog uden lighed.
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Bewvis. Fra [Rudin| Theorem 3.5 har vi Holders ulighed

/fgdx< (/fpdx)l/p(/qux)l/q (2.7)

hvor p og ¢q er konjugerede eksponenter, og 1 < p < o0.
Lad r =1/p,dvs. 0 <r <1loglad v =r/(r—1). Seet

u=(fg), v=g7?,

Vi far da
w = fr, u" = fg, v =g
Fra Holders Ulighed far vi, at

/u’"dx < (/uvdx)r(/vrldx)l_r.

Dvs. r og r’ konjugerede eksponenter og 0 < r < 1, har vi

/ wv dr > ( / u” dm) w( / v’“’d:c> W, (2.8)

nar uv # 0 og u og v er positive malelige funktioner.
Lad nu S = Y_;_, gr. Vi har derfor

/Srdm:Z/ngrldx,
k=1

og da 0 < r < 1 giver Jensens ulighed, lemma o0s, at

n n 1/r
5= a<(Xa)
k=1 k=1

s
n

ST gr

k=1

Da 0 < [ g;dr < oo for alle k, har vi at ogsd 0 < [ S"dz < co. S& nar
grST 1 #£ 0, far vi fra , at

1/r 1/r
/ngT_ldx > (/g}; dm) (/Sr dm) ,

30



hvormed

/

n n 1/r 1/r
/S’"dx:Z/ng’“—lda; > </g,gd:c> </S"dx) ,
k=1 k=

1

nar g, # 0 for alle k. Sa

1/r n 1/r
(o) 5 )
k

=1
O
Saetning 2.14. Den isoperimetriske ulighed er opfyldt for minimalflader.

Bevis. Lad f : C — C veere en holomorf funktion. Skriv f(D(0;1)) = K C
C = R?% Leengden L; af randen af f, og arealet Ay af f, er givet ved

21
Lf:/ I£(e?)] do, Af_// ) |2 df dr.
0

Fra den isoperimetriske ulighed ved vi, at

s& hvis vi bruger det pa ¢ = (1, 9, p3) fra notation far vi

2 2
(/ lpr(e”) |d9) 47T/ / o (re) |2 db dr.

Da dette galder for hvert k£ summer vi sammen og far

%i(/%m o |d0) 47r// leok re)?rdodr.  (2.9)

Hgjresiden er lig med 47 A fra lemma Bruger vi pa venstresiden,
og lader gi.(0) = |pr(e)|?, far vi

Z ([ 1eweman) < ([ (grm@”)ﬁ)m w). @

hvor venstresiden er lig med L? fra lemma Sa nar vi sammenholder

lemma 2.11/ med (2.9)) og (2.10) far vi
L* > 4n A
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Eksempel
Vi skal se pa en familie af flader, der alle er minimalflader, nemlig

opy(u,v) = cost(sinhvsinu, —sinh v cos u, u)

+ sin ¢(cosh v cos u, cosh v sin u, v).

For ¢t = 0 far vi helikoiden, mens vi for ¢ = 7/2 far katenoiden.
Vi ser at op(u, v) er en minimalflade ved at beregne E, F, G, L, M og N.
E =G =cosh*v, F =0,
—L = N =sintcoshv, M = costcoshv.

Da E=G, L+ N =0 og F =0, er middelkrumningen nul

LG —2MF + NE

H=wma—rm ="

s op(u,v) er minimal. Bemaerk at alle fladerne er konforme, da E = G og
F =0.
Lad os nu se pa en cirkelskive C'r med radius R pa fladen. Vi lader derfor

uw(@) =rcosf, wv(f)=rsind,

for 0 <r < Rog0 < 6 < 2w, og bemeerker at Z—z:—vog%:u.
Vi kan finde omkreds og areal af billedet. Fgrst omkredsens laeengde

1/2

2w
Lo(Cn) = [ (B + 2P 8 + Gt ao

27
= / (R*(sin® 0 + cos® ) cosh?(Rsin 6)) 2
0
2m

= Rcosh(Rsin6) db,
0

s& arealet

Aa (CR) -
rE dodr

1 cosh?(rsind) dfdr.
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Det er dog ikke sa ligetil at regne disse integraler ud, men matematikpro-
grammet Maple kan give os resultatet af et eksempel.
Synes man det er paenere, kan A, (Cr) skrives

Ao (Cr) = /271' R_4 . 2R?(sinh(2R sin 9))2 —2 cosh(2Rsin ) — 1 "
o 4 8sin® 6

Se f.eks. [Schaum)].

Pa forsiden af raporten ses billedet af en cirkelskive med R = 4, og cen-
trum i origo pa helicoiden. Med dette eksempel far vi L =~ 280 og A =~ 2500,
s&

(LO.(CR))2 > 471'14,_-,-(03).
Der geelder altsa ikke lighedstegn.
Lad os nu se pa hvad der sker hvis vi bevaeger os veek fra centeraksen pa
helicoiden, dvs. hvis vi lader v vokse. Vi finder Gaufskrumningen
LN — M? -1

K — _
EG — F?  cosh®v’

og kan se, at den gar mod nul for v voksende mod det uendelige, hvor billedet
bliver mere plan. Sa langt fra centeraksen kan man forestille sig en cirkelskive,
hvor vi kommer vilkarligt teet pa lighed i den isoperimetriske ulighed.

Pa katenoiden skal vi vaere opmaerksomme pa, at ved en cirkelradius stgrre
end 7 far vi et overlap pa katenoiden. Pa figur er radius pa cirklen lig 3.

(2.11)

Ved mellemstadierne mellem helicoiden og katenoiden skal vi vaere opmaerk-
somme pa at fladerne skacrer sig selv. Helikoiden er nemlig en retliniet flade.
Men nar vi gar over i mellemstadierne vil linierne afbgje i negativ retning
hvor v er negativ, mens de vil aftbgje i positiv retning hvor v er positiv. For
en lille veerdi af ¢t skal vi langt ud for at se en skaering, mens vi for en veerdi
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teet pa /2 ser en skeering teettere pa centeraksen. Mellemstadierne mellem
helikoiden og katenoiden er derfor ikke regulecre.

Herunder ses helicoiden og katenoiden samt nogle mellemstadier hvor 0 <
t<m/2.

P P @

(2.12)

Pa figur2.12 er t i oy sat til n/127 hvor n € {0,1,...,6}.
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Konklusion

Vi fik brugt Steinersymmetriseringen til bl.a. at vise den isodiametriske ulig-
hed

diam K\ "
v, (K) < u)n( 5 ) :
Vi sa et eksempel pa hvorfor det var hensigtsmaessigt at bruge Minkowskia-
real til bestemmelse af mangfoldighedens overflade, og fik beregnet overflade
og volumen af en kugle i Euklidisk rum, samt formuleret og bevist den iso-

perimetriske ulighed
A" > n'w, VL

Vi fik ikke vist at vi har en kugle nar ligheden gaelder. Ligeledes er der abnet
op for en raekke optimeringsproblemer omkring Steinersymmetrier, som der
heller ikke har vaeret tid til at granske naermere.

Ved at beregne areal og volumen af en minimalflade, og benytte den
isoperimetriske ulighed i R? samt andre kendte uligheder, kom vi frem til, at
den isoperimetriske ulighed geelder for alle minimalflader. Herefter sa vi et
eksempel med en skive pa en minimalflade, og bemaerkede at der i tilfaeldet
ikke galdt lighed i den isoperimetriske ulighed.
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